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Eindeutigkeitsheweis im GroBlen fiir die
inkompressiblen magnetohydrodynamischen
Gleichungen

Von E. MARTENSEN

Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 18 a, 878 [1963] ; eingegangen am 14. Juni 1963)

Harcrrar und Szas6! haben kiirzlich gezeigt, dal} es
hochstens eine aus Druck, Stromungsgeschwindigkeit
und Magnetfeld bestehende Losung der (nichtlinearen)
magnetohydrodynamischen Gleichungen fiir eine inkom-
pressible, zdhe und elektrisch leitende Fliissigkeit geben
kann, die zur Zeit t=0 in einem rdumlichen Gebiet B
und fiir 0 £ ¢t < T, auf dessen Berandung & vorge-
schriebene Werte annimmt. Dabei ist T, eine aus dem
Beweisgang hervorgehende positive Grofle, von der je-
doch nicht bekannt ist, ob sie mit der oberen Grenze
des a priori durch eine bestimmte Losung gegebenen
Zeitintervalls 0 < ¢ < T identisch ist.

Die genannten Autoren legen die inkompressiblen
magnetohydrodynamischen Differentialgleichungen in
der transformierten Form

iu (w, grad)u= —grad ¢ +a du+ g 4w,

i) + (u, grad)w= —grad ¢ +a AW+ g i,

ot
divi=0, divin=0

zugrunde, wobei zwischen den unbekannten Funktionen
@, u, W und den eigentlich interessierenden Groflen
Druck, Stromungsgeschwindigkeit, Magnetfeld ein um-
kehrbar eindeutiger Zusammenhang besteht und die
Konstanten a und B durch die kinematische und die
magnetische Zahigkeit bestimmt sind. Es geniigt daher,
den Eindeutigkeitsbeweis fiir das angefiihrte transfor-
mierte Differentialgleichungssystem zu erbringen. Sind
@1, Uy, W; und @s, Uy, W, zwei in B einschlieBlich S
und 0 <t < T erklirte Losungen zu denselben An-
fangs- und Randbedigungen, so wird fiir U =1u;—1u,
und W = m1 1, die Ungleichung

. dtf(u2+~m2) dr</Adr 1)

bewiesen, wobe1 der Skalar 4 dem Betrage nach durch

| 4| <3 MU2+23?) ()
abgeschitzt werden kann (M =const = 0). Die er-
wihnte Zahl Ty >0 ist nun dadurch erklirt, dafl die
linke Seite von (1) fiir alle 0 < ¢t < T, nichtnegativ
ausfillt, und sicherlich gibt es immer ein solches T,
da Ul und WV fiir £=0 verschwinden. Fiir das so erhal-
tene Zeitintervall liefern nun (1) und (2)

1 ;[[(uuwmrgm/(112+~mz)dz,
B B

und hieraus wird im weiteren Verlaufe der Arbeit das
gewiinschte Resultat U=V =0 in B und S fiir alle
0 <t < T, hergeleitet.

1 Cs. Harcrrar u. J. Szasé, Z. Naturforschg. 16 a, 92 [1961].

NOTIZEN

Im folgenden soll gezeigt werden, wie man durch
eine einfache Abianderung der Schluweise den Eindeu-
tigkeitsbeweis im Groflen, d.h. fiir alle 0 <t < T
bekommen kann.

Durch Integration der Ungleichung (1) von t=0
(dort gilt U=WW=0) bis zu einem beliebigen ¢ aus
0 < ¢t < T entsteht

t
$[ QW) dr < [ [ Advde. (3)
$ 0B

Da die rechte Seite offensichtlich stets nichtnegativ ist,
hat man
t

t t

[[Advdi= [ [Adrde = [ [|4]drde,

08 0B 0B

so dafl im Zusammenhang mit (2) und (3) folgt
14

1/QE+W) dr <3 M [ [ (U+2B?) drde.
B 08
Die durch
) dr dt (4)

o) = / /

im Intervall 0 < t< T erklirte (stetig differenzier-
bare) Funktion hat somit folgende Eigenschaften:

[0 =0, f() =0, (5,6

f@e) =6Mf(). (7

Da f(t) wegen (5) und (6) nichtnegativ und monoton

nicht fallend ist, gibt es nur die beiden folgenden Mag-

lichkeiten: Entweder verschwindet f(¢) identisch in
0<t<T, oder aber es gibt eine Stelle ¢, mit
0 <ty <<T derart, daf}

fe) =0, falls 0t ¢,

fe) >0, falls ¢, <t<T.

Nehmen wir an, dal} letzteres zutrifft. Ist dann ¢; eine
Zahl mit t,<<t, < T, so gilt f(£)>0 fiirallet, <t < T
und damit als Folge von (7)

f@ _ dnf(@)

(@) e O
Integration dieser Ungleichung von t; bis T, anschlie-
Bender Ubergang zur Exponentialfunktion und Multi-
plikation mit f(z;) >0 liefert

f(T) < f(ty) eSMT—10,
Wihlt man nun ¢, >> ¢, nahe genug an t,, so 1aft sich
die rechte Seite wegen f(t,) =0 unter jede positive
Schranke driicken, was einen Widerspruch zu f(7)>0
ergibt. Somit verschwindet f(¢) identisch in 0 < ¢ < T.
Laut (4) ist dann insbesondere

T
f(1) = [ [ (U242 drde=0
0B

woraus U=WW=0 in B und S fiir alle 0t < T
resultiert.

An dem Beweis, daB auch @ =@, — @, verschwindet !,
dndert sich nichts: Die magnetohydrodynamischen Glei-
chungen ergeben wegen 1;=1,, 1V;=1, unmittelbar
grad ®=0 in B; D ist also eine reine Zeitfunktion,
die jedoch verschwindet, da @ auf dem Rande & fiir
alle 0 <t < T verschwinden muB.
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